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typical  optimization  procedures  with  reserves’  management  objectives  such  as  providing 







The  mainstay  of  the  paper  is  a  long‐term‐dependence‐adjusted  and  non‐loss‐constrained 
version  of  the  Black‐Litterman  model  for  obtaining  the  efficient  frontier  from  a  set  of 





restrictions  due  to  capital  preservation  objectives,  result  in  increased  complexity  in  the 
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et  al.  (2008)  this  sort  of  additional  sources  of  complexity  is  what  makes  foreign  reserves 
manager’s tasks qualitatively harder.     
Moreover,  unlike  other  types  of  wealth  managed  by  traditional  asset  managers,  foreign 
reserves management has to meet a critical range of objectives. The International Monetary 
Fund  (IMF,  2004)  identifies  some  of  these  objectives:  (i)  supporting  and  maintaining  the 
confidence  in  the  monetary  and  exchange  rate  policies;  (ii)  limiting  external  vulnerability 
(resilience to shocks); (iii) providing confidence to markets regarding the country’s ability to 
meet its external obligations; (iv) demonstrating the backing of domestic currency by external 
assets,  and  (v)  maintaining  a  reserve  for  national  disasters  or  emergencies.  Furthermore, 



















the  efficient  frontier,  which  includes  a  non‐loss‐constraint  and  a  long‐term  dependence 
adjustment of the covariance matrix. The third depicts the approach implemented for selecting 
the  investment  portfolio  from  the  efficient  frontier,  where  customary  utility  maximization 
relies on the estimation of Board of Directors’ risk aversion. The fourth presents the main 
results  of  the  approach  and  some  comparisons  which  capture  the  effects  of  different 
constraint  scenarios  and  different  macroeconomic  environments.  The  fifth  presents  some 





Reserves’  management is often  referenced  to  a  theoretical portfolio or benchmark, which 
serves  as  the  structure  of  the  portfolio  for  the  long‐term  and  is  constructed  via  what  is 
commonly  known  as  strategic  asset  allocation.  As  frequently  documented  (Solnik  and 
McLeavey, 2003), strategic asset allocation is derived by constructing an optimization using 
long‐term  capital  market  expectations,  where  it  usually  takes  the  form  of  an  investable 
benchmark that is assigned as an objective to the manager(s).  
 







risk  aversion  of  the  central  bank,  where  the  universe  of  assets  and  the  maximum  risk 
exposures are to be defined by the top decision‐making body (hereafter referred as the Board 
of Director’s for practical purposes). Accordingly, the objectives of holding foreign reserves 




































Despite  being  the  most  simple  and  recognized,  the  customary  mean‐variance  portfolio 
optimization  procedure  entails  several  shortcomings.  First  and  most  widespread,  the 
assumption of normality of asset’s or portfolio’s returns, which ultimately holds the mean‐
variance  framework  together.  Second,  as  depicted  by  Black  and  Litterman  (1991),  small 
changes in expected returns can lead to large reallocation of weights (i.e. high sensitivity of the 














model:  expected  returns  ought  to  be  consistent  with  market  equilibrium  (e.g.  CAPM 
equilibrium),  except  to  the  extent  that  the  investor  explicitly  states  otherwise  (Black  and 









optimal. Accordingly, let Π    be the n‐dimensional vector of market‐implied expected excess 










Π          Σ     [F1]
 
Π    is the set of expected returns that would clear the market if all investors had identical 
views.  The  covariance  matrix  (Σ)  and  market  weights  (    )  are  to  be  estimated  from 
historical prices and market capitalization, respectively. Market’s risk aversion (    ) may be 
























     Π  0 . 5     ωΣω   [F2] 
   





Please note that rearranging [F3], and using market capitalization weights (    ) as optimal weights and markets’ 
relative risk aversion coefficient (    ) yields market’s expected excess return (Π   ) in [F1].  
5 Following Bodie et al. (2001), let [F2] be expressed in terms of excess returns as in [F4], where portfolio’s utility is 
a function of the expected return of the market’s portfolio of risky assets (  ); the expected return of the market’s 
risk‐free asset (   ); the risky asset’s covariance matrix (Σ ); the market’s portfolio of risky assets’ weights (  ); the 
market’s risk aversion (    ), and the markets’ preference (weight) for risky assets (Φ   ). Utility maximization 
problem is solved by setting the first derivative of [F4] with respect to Φ    equal to zero, which is conveniently 
solved for      as in [F5].    
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risky and risk‐free  assets (e.g.     and    ),  respectively;  estimating Σ   as the U.S. Treasury Notes and Bonds’ 
covariance matrix; using market capitalization as   ; and estimating market’s preference (weight) for risky assets 
(Φ   ) from market capitalization. This particular choice will be addressed in the third chapter.  5 
 
     
where  Ω  is  the  (k  x  k)  covariance  matrix  of  views’  errors





































investors  (e.g.  central  banks,  pension  funds  and  sovereign  wealth  managers),  and  in  a 


















resulting  from  inadequate  covariance  scaling.  Ultimately  León  and  Reveiz  (2010)  suggest 
adjusting the  covariance  matrix  (Σ) according to the  investment horizon as  in [F8], where 
      ,  ,   
    and        ,  ,   
    are  the  high‐frequency  (e.g.  daily)  and  low‐frequency  (e.g.  annual) 
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                        ,  ,   
     [F8] 
Using this adjustment within the BL framework allows the strategic asset allocation procedure 
to deal to some extent with (i) large reallocation of weights due to sharp changes of the inputs; 































decreases with increased volatility (Litterman, 2003a). Let    and   
  be a portfolio’s expected 








variance‐covariance)  Value  at  Risk  approach  with  a  95%  confidence  level  and  a  holding  period  equal  to  the 
investment horizon (e.g. one year). 7 
 




mean‐variance  optimization  approach,  for  the  equilibrium  theory  (CAPM)  and  for  MPT 
(Litterman,  2003a), where all these theories or models  add up  to the BL approach herein 
employed.













the central bank’s risk aversion parameter (   ). Analogous to the procedure employed for 
estimating the market’s risk aversion parameter in [F1], and due to the convenience of the 
chosen utility function,     can be estimated from the appraisal of the Board of Directors’ or 




      the  observed  U.S.  Treasury  Bills’  return  (i.e.  the  risk‐free  asset);  Φ    the  Board  of 
Directors’ preference (weight) for the U.S. Treasury Notes and Bonds portfolio,     may be 
estimated as in [F10]:  
 
     
           
Φ      
    [F10] 
 





different  Φ    value.  Because  the  choice  made  by  each  j‐member  of  the  Board  entails  a 
particular  choice  of  Φ   ,  the  overall  preference  for  risky  assets  (Φ  )  results  from  the 
arithmetic mean of such j‐preferences.  
 
This  particular  choice  of  risky  and  risk‐free  parameters  results  from  the  benchmark  and 























framework.  Restraining  the  risk‐free  and  non‐risk‐free  assets  to  U.S.  dollar  denominated 
instruments in the illustrated case is  also  insightful and convenient since the search for a 







the  unique  nature  of  foreign  reserves  management  and  from  different  time‐varying 









Japan;  U.S.  Treasury  Inflation‐Protected  Securities  (TIPS);  U.S.  agencies;  U.S.  corporates; 
supranationals; equity and gold. Several terms‐to‐maturities are considered where deemed 
appropriate,  and  prices  are  considered  in  each  asset’s  currency  of  issuance
16,  with  gold 



























































































































































































































































































































































































In  the  last  years  of  the  1990s  reserve  managers  decided  to  enhance  returns  on  their  long‐term 
holdings. Treasury securities holdings decreased in favor of debt securities issued by government 
sponsored  enterprises  (e.g.  Fannie  Mae  and  Freddie  Mac),  by  corporate  entities,  and  equity. 
Diversification  of  reserves  was  driven  primarily  by  a  search  for  yield,  where  the  traditional 
diversification argument –risk reduction‐ played only a minor role. Additional risk exposures from 
non‐traditional reserves assets came with the acceptance of additional credit risk, but also of other 




















































































Efficient Portfolio (Scenario 1)
Efficient Portfolio (Scenario 2)
Investment Portfolio (Max. Utility)
1 0,00% 41,89% 0,00% 2,83% 26,95% 0,61% 3,34% 7,52% 0,00% 0,00% 0,00% 16,86% 2,2% 3,9% 0,57   3,05   28,5% 1,39   2,4% 7,6%

























































































































































































































































Efficient Frontier (Scenario 1)
Efficient Frontier (Scenario 2)
Efficient Frontier (Scenario 3)
Investment Portfolio (Max. Utility)























1 0,00% 41,89% 0,00% 2,83% 26,95% 0,61% 3,34% 7,52% 0,00% 0,00% 0,00% 16,86% 2,2% 3,9% 0,57   3,05   28,5% 1,39   2,4% 7,6%
2 22,23% 3,49% 0,00% 19,50% 8,63% 3,03% 3,18% 9,15% 0,00% 12,78% 0,04% 17,97% 2,2% 4,3% 0,51   3,59   30,4% 1,21   2,7% 8,7%











































































































































































































It  is  important  to  highlight  that  Scenario  3’s  result  may  be  dominated  by  the  current 
macroeconomic environment, where historically low yields and volatile corporate and equity 
markets  confine  non‐loss‐complying  allocations  to  a  narrow  portion  of  scenarios  1  and  2 
frontiers; it is likely that under different market conditions the asset allocation shifts from Bills 





factors  makes  the  attainable  efficient  frontier  and  investment  portfolio  farther  from 
optimality.  However,  as  evident  in  Figure  9,  because  non‐loss  constraints  introduced  in 
Scenario  3 discards equity as  an effective eligible risk factor, changing  from Scenario 3 to 
Scenario 4 has marginal effects in the resulting investment portfolio. Likewise, Scenario 5 (e.g. 









































Efficient Frontier (Scenario 3)
Efficient Frontier (Scenario 4)


















resulting  weights  and  features  for  Scenario  4;  this  is  the  one  that  illustrates  BR’s  active 
restrictions  and  assumptions  the  closest.  Each  year’s  asset  allocation  considers  the  data 
effectively available at that moment, from December 1998 onwards (e.g. November 2003’s 
allocation considers data from December 1998 to October 2003), whereas the only parameters 
held  constant  are  the  adjusted  Hurst  exponents  used  in  [F8]  and  the  Board  of  Director’s 








22  Adjusted  Hurst  parameters  are  estimated  with  all  data  available  (daily  time‐series  from  December  1998  to 
November 2010); they are held constant (Figure A2 in the Annex) because the estimation requires at least ten years 
of daily time‐series to be adequate (León and Vivas, 2010). Risk aversion parameter (   ) is held constant since 
results for the estimation herein suggested are available for recent years only; nevertheless, the other constituents 
of the estimation of     vary over time, which results in a time‐varying risk aversion parameter (please refer to 
Figure A3 in the Annex).   
1 0,00% 41,89% 0,00% 2,83% 26,95% 0,61% 3,34% 7,52% 0,00% 0,00% 0,00% 16,86% 2,2% 3,9% 0,57   3,05   28,5% 1,39   2,4% 7,6%
2 22,23% 3,49% 0,00% 19,50% 8,63% 3,03% 3,18% 9,15% 0,00% 12,78% 0,04% 17,97% 2,2% 4,3% 0,51   3,59   30,4% 1,21   2,7% 8,7%
3 82,16% 11,96% 2,17% 0,86% 0,16% 0,80% 0,14% 0,40% 0,01% 0,56% 0,00% 0,78% 0,3% 0,2% 1,64   0,47   5,0% 0,30   0,1% 0,2%
4 81,94% 11,88% 1,77% 1,30% 0,24% 1,20% 0,21% 0,61% 0,01% 0,84% 0,00% 0,00% 0,3% 0,2% 1,64   0,54   5,0% 0,28   0,1% 0,1%








































































































































































































2002 64,91% 9,59% 0,00% 6,65% 2,53% 2,97% 2,12% 4,47% 0,00% 6,75% 0,00% 1,7% 1,1% 1,64    1,34    5,0% 1,69   0,4% 0,5%
2003 69,72% 10,37% 0,00% 5,28% 1,75% 2,97% 1,66% 3,39% 0,00% 4,85% 0,00% 1,4% 0,8% 1,64    1,18    5,0% 1,32   0,3% 0,7%
2004 56,30% 4,68% 0,00% 9,34% 7,20% 2,97% 2,97% 6,67% 0,00% 9,88% 0,00% 2,7% 1,6% 1,64    2,15    5,0% 2,53   0,7% 1,6%
2005 34,06% 0,00% 0,00% 18,60% 11,88% 2,97% 2,80% 12,38% 0,00% 17,30% 0,01% 4,5% 2,7% 1,64    3,33    5,0% 4,13   1,1% 2,6%
2006 23,17% 0,00% 0,00% 25,70% 11,88% 2,97% 2,48% 13,18% 0,00% 20,63% 0,00% 5,6% 3,1% 1,78    3,71    3,7% 5,13   1,2% 3,0%
2007 38,57% 1,12% 0,00% 20,23% 11,00% 2,97% 1,48% 8,38% 0,00% 16,26% 0,00% 3,8% 2,3% 1,64    3,08    5,0% 3,57   1,0% 2,4%
2008 78,38% 11,44% 0,17% 2,32% 0,68% 2,86% 0,60% 1,24% 0,03% 2,28% 0,00% 0,6% 0,4% 1,64    0,80    5,0% 0,60   0,2% 0,2%
2009 83,09% 11,95% 2,32% 0,67% 0,17% 0,71% 0,15% 0,36% 0,01% 0,57% 0,00% 0,2% 0,1% 1,64    0,47    5,0% 0,17   0,0% 0,1%
























































































































































































U.S. GER. JAP. U.S. GER. JAP.15 
 
As  asserted  before,  the  results  presented  previously  are  particularly  dependent  on  the 
macroeconomic  environment  in  which  the  asset  allocation  calculation  takes  place.  The 











































































































































































is  remarkable.  Despite  being  conventionally  considered  as  a  reserve  asset,  none  of  the 
different settings or macroeconomic conditions assigned weights significantly different from 
zero. Because of its relevance, the next chapter briefly presents some insights about this issue.   
2002 68.03% 10.66% 0.00% 3.55% 1.46% 2.97% 2.16% 4.40% 0.00% 6.76% 0.00% 2.1% 1.3% 1.64    2.45    5.0% 2.10   0.5% 1.3%
2003 68.73% 10.23% 0.00% 3.35% 1.89% 2.97% 2.06% 4.41% 0.00% 6.36% 0.00% 2.1% 1.3% 1.64    2.62    5.0% 2.12   0.5% 1.7%
2004 59.66% 6.01% 0.00% 6.03% 5.87% 2.97% 2.70% 6.80% 0.00% 9.95% 0.01% 3.2% 1.9% 1.64    3.07    5.0% 3.14   0.8% 2.2%
2005 45.76% 2.98% 0.00% 10.21% 8.90% 2.97% 3.08% 10.71% 0.00% 15.38% 0.01% 4.7% 2.8% 1.64    3.74    5.0% 4.55   1.2% 2.8%
2006 41.99% 0.52% 0.00% 11.46% 11.36% 2.97% 2.70% 11.51% 0.00% 17.48% 0.00% 5.1% 3.1% 1.64    3.86    5.0% 4.89   1.3% 3.0%
2007 54.80% 4.47% 0.00% 8.80% 7.65% 2.97% 1.63% 6.66% 0.00% 13.02% 0.00% 3.6% 2.2% 1.64    3.41    5.0% 3.50   0.9% 2.5%
2008 75.67% 11.42% 0.00% 2.39% 0.70% 2.97% 0.99% 2.05% 0.04% 3.77% 0.00% 1.2% 0.7% 1.64    2.26    5.0% 1.20   0.3% 1.6%
2009 78.72% 11.68% 1.04% 1.69% 0.44% 1.93% 0.62% 1.49% 0.03% 2.35% 0.00% 0.8% 0.5% 1.64    2.23    5.0% 0.83   0.2% 1.5%










































































































































































































































































and  Hong  Kong.  Latin  America  corresponds  to  Colombia,  Venezuela,  Argentina,  Peru,  Brazil,  Bolivia,  Ecuador, 
México, Salvador, Guatemala, Paraguay, Dominican Republic, Uruguay, Chile and Costa Rica.  
27 Notably, if Venezuela, Bolivia and Ecuador are excluded, the average drops from 7.1% to 2.1%. 

































Treasury up + Gold up
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Treasuy up + Gold dow n
Sharpest Treasuries
drops accompanied
 by large gold drops
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Treasury up + Gold down
[D]




































































































































































































































































































































































































































countries;  this  is  intuitive  for  non‐reserve‐issuing  countries,  which  face  less  strict  credit 
constraints and may access a broader and more efficient range of allocations.  
Nevertheless,  some  reasons  still  justify  allocating  gold  within  reserves  portfolios.  Besides 
historical reasons for holding gold (Borio et al. 2008), the most recent financial turmoil episode 
highlights the metal’s market liquidity, and its well‐known characteristics as lacking credit risk, 
being  indestructible  and  the  ultimate  store  of  value  (Dampster,  2010).  Therefore,  gold’s 
allocation,  despite  being  discarded  by  conventional  and  non‐conventional  optimization 
procedures,  should  be  carefully  regarded  within  an  eclectic  approach,  which  may  include 
considering gold as an additional currency.   
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1 0,00% 41,89% 0,00% 0,00% 0,00% 2,27% 0,00% 0,56% 0,00% 0,73% 2,61% 0,00% 3,29% 4,23% 0,00% 18,24% 8,71% 0,00% 0,00% 0,00% 0,61% 0,00% 0,00% 16,86% 2,21% 3,89% 0,57     3,05     28,50% 1,39     2,42% 7,58%
2 22,23% 3,49% 0,00% 8,11% 8,79% 0,57% 1,35% 0,68% 2,59% 0,59% 0,00% 4,61% 0,69% 3,85% 12,78% 6,73% 0,86% 1,03% 0,00% 0,00% 3,03% 0,00% 0,04% 17,97% 2,18% 4,26% 0,51     3,59     30,42% 1,21     2,72% 8,73%
3 82,16% 11,96% 2,17% 0,47% 0,22% 0,10% 0,05% 0,02% 0,10% 0,02% 0,01% 0,15% 0,15% 0,10% 0,56% 0,09% 0,04% 0,03% 0,42% 0,20% 0,17% 0,01% 0,00% 0,78% 0,30% 0,18% 1,64     0,47     5,00% 0,30     0,08% 0,18%
4 81,94% 11,88% 1,77% 0,71% 0,33% 0,15% 0,08% 0,04% 0,16% 0,03% 0,02% 0,23% 0,23% 0,15% 0,84% 0,13% 0,06% 0,05% 0,63% 0,31% 0,26% 0,01% 0,00% 0,00% 0,28% 0,17% 1,64     0,54     5,00% 0,28     0,07% 0,09%
5 82,65% 11,71% 0,87% 1,24% 0,57% 0,26% 0,13% 0,06% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,23% 0,10% 0,08% 1,11% 0,53% 0,46% 0,00% 0,00% 0,00% 0,27% 0,16% 1,64     0,58     5,00% 0,27     0,07% 0,09%
0,31 0,43 0,32 2,23 6,48 13,93 4,83 14,23 2,07 5,21 11,02 2,82 6,21 12,36 2,85 1,30 6,62 14,26 2,29 7,13 15,73 1,97 N/A N/A
0,50 0,50 0,50 0,58 0,59 0,58 0,55 0,56 0,59 0,60 0,58 0,60 0,59 0,58 0,56 0,56 0,57 0,55 0,57 0,56 0,56 0,55 0,52 0,53
Duration (years)
Adj. Hurst exp.






































































































































































































2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
λmkt λBR
Market Currency Description
U.S. USD
GER. EUR
JAP. JPY
U.S. USD
GER. EUR
JAP. JPY
Treasury TIPS 1‐10Y and 10Y+ U.S. Treasury Inflation Protected Securities indexes. [G5QI and G9QI]
U.S. Agencies 1‐5Y, 5‐10Y and 10Y+ indexes for unsobordinated bonds issue by agencies; 36 issuers [GVP0, G6P0 and G9P0]
U.S. Corporates 1‐5Y, 5‐10Y and 10Y+ indexes for companies rated AAA to BBB. [CVB0, C6B0, C9B0, CVC0, C6C0 and C9C0]
U.S. Mortgages U.S. fixed MBS; 3 government‐sponsored enterprises (Fannie Mae, Freddie Mac, Ginnie Mae) [M0AN]
Supranationals 1‐3Y AAA supranational bonds index; 9 issuers from several countries regions. [GS1S]
Gold Bloomberg Spot Price. [GOLDS]
1‐3Y Notes indexes from selected reserve‐issuing countries. [Bloomberg TKR G1O2, G1D0 and G1Y0]
Treasury
 Notes & Bonds
U.S.
3‐5Y, 5‐7Y, 7‐10Y, 10Y+ Bonds and Notes indexes from selected issuing countries. [(U.S.) G2O2, G3O2, G4O2
 and G9O2; (GER.) G2D0, G3D0, G4D0 and G9D0; (JAP.) G2Y0, G3Y0, G4Y0 and G9Y0]
Global
USD
R
i
s
k
y
Risk Factor
R
i
s
k
‐
F
r
e
e
Treasury 
Notes